Correction du DM n°1

Exercice 1

1. (a) z+ § et x> e” sont dérivables sur R donc par composition z > e®/? Test aussi.
x +— y/z est dérivable sur |0; +00[ et ne s’annule pas sur cet intervalle.

On en conclut que f est dérivable sur |0; +o0o[ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas.

De plus, pour tout  dans ]0; +oof :
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(b) Pour tout réel x > 0 on a e®/2 et \/z > 0 donc f(z) > 0. On a aussi 2z > 0 donc f(x) est du méme signe que
z — 1, d’ou le tableau de variation suivant :
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avec en 0 :
lim vz =0" et lime”2=1 donc par quotient lim f(x) = +oo
z—0+ x—0 z—0
et en +00 :
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(c) D’apres la question précédente :

et comme f(x) on en déduit par produit que lim f(z) = +o0.
xr——+00
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(d) On a f(1) = e'/2 et on sait que 1 <2 < e < 3 < 4 donc que

1<V2<e<V3<V4
donc 1 < f(1) < 2.

> f est continue sur ]0, +oo[ car dérivable sur cet intervalle d’apres la question 1.(a).
> f est strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement croissante sur |1; +o0o[ d’apres la question 1.(b)
> Pour tout entier n > 2, comme f(1) < 2 on a n €]f(1); lin%) f(x)[ et m€]f(1); lirf f(@)[

T—r T—r+00

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires sur |0; 1] et sur |1;4+o00[, on en déduit donc que 1'équation
f(x) = n a exactement deux solutions dans ]0; +oo[, I'une dans ]0; 1] et autre dans |1; +o0o[. On note u,, la solution
dans ]0; 1] et v, la solution dans |1;+o0o[ et on a ainsi :

O<u, <l<uw,

(a) Pour tout entiern > 2on a f(v,) =n <n+1= f(v,41). De plus, v, et v, sont dans |1;+o00[ et f est croissante
sur cet intervalle, donc v, < v,41. On a montré que :

Vn 22, v, < Ut
donc (vy,)n>2 est croissante.
(b) (v,) est croissante donc soit elle tend vers 400, soit elle converge vers un réel. Raisonnons par 'absurde et

supposons que (v,) ne tend pas vers +oo, alors elle converge, notons £ sa limite réelle.

Comme f est continue sur |1;4o0], 2141_1 flon) = f(€) avec f(¢) € R. Or f(v,) = n et lim n = +oo,

n—4oo

contradiction. On en conclut que : lim v, = 4o0.
n—-+oo

. Pour tout entier n > 2 on a f(u,) =n <n+1= f(u,t1). De plus, u, et u,1 sont dans |0; 1[ et f est décroissante
sur cet intervalle, donc u,, > uy4+1. On a montré que :

vn = 27 Un = Un+1

donc (uy)n>2 est décroissante.

. (up) est décroissante d’apres la question précédente, et minorée par 0 car pour tout n > 2, 0 < u,, < 1. On en déduit
que (up) converge vers un réel ¢ vérifiant 0 < £ < 1.

. Supposons que £ # 0, alors £ > 0. Comme f est continue sur |0; 1], lirf flun) = f(€) avec f(£) € R. Or f(u,) =n
n—-+0o0o

donc lim f(uy,) = 400, contradiction. On en conclut que lim wu, = 0.
n—-+oo n—-+oo
. Pour tout entier n > 2, f(u,) = n donc
eun/Q
=n



donc
e'n/?2 = n./u,

donc

Un

e'n = nu,

2

et comme lim u, =0ona lim e~ =1dou lim n‘u, =1.

n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

Exercice 2

Soit m un entier naturel fixé. Notons, pour tout entier p avec p > n :
Py - XP: B\ _ (p+1
br = \n C\n+1

e Initialisation : Pour p=mn,ona > ,_. (fl) = (Z) = 1 d’une part, et (Zﬁ) = 1 d’autre part, donc on a bien :

> ()=o)

k=n

e Hérédité : Soit p un entier supérieur ou égal a n tel que :

> (-1

alors

S ()=S0

()= ()

2
= (p i 1) d’apres la formule de Pascal
n

e Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout entier p tel que p > n on a : Zizn (Z) = (ZE)

Exercice 3

1. Soit n € N*. On a

=((-H+1)" d’apres la formule du binéme de Newton



on a :

tL3k n "L /n\ 3F n n
75y ) = . ) 37 car | )=, pour tout k € [0, n]
k=0 k=0
n k
2 () (G)
im0 \E/ V2
= ﬁ +1 d’apres la formule du bindéme de Newton

(b) On en déduit :

n
n—1
= Z n( 1) d’apres la question précédente

=n2n ! d’apres une formule de cours

(a) Ona f(z) =(1+2)" = (z+1)" = > 1_, (})a" d’aprés la formule du binéme. On en déduit que d’une part :

Vo £ <1, f'(x) = n(l+a)"!

et d’autre part en dérivant terme a terme dans la somme :

Vo # =1, fi(x) = kzn:_o (Z) ka1

donc :

Vo # —1, Z kak1 (Z) =n(l4z)" !
k=0



(b) L’égalité précédente est valable pour tout x # —1, donc en posant z = 1 on obtient :

n2n = Z k (Z)
k=0

et on retrouve le résultat précédent.
4. En dérivant une seconde fois f on obtient d’une part :

1"(@) = nln = 1)(1 +2)"2

et d’autre part, en dérivant terme & terme dans la somme »;'_, kak—1 (Z) :

(@) = Zn: Rk — D)2 <Z>

k=0

d’ou ’égalité :

Vo #£ —1, Z k(k —1)z*—2 (Z) =n(n—1)(1+2z)" 2
k=0




